
KHBL TD 5 : Diagonalisation (2) 2025-2026

?
Exercice 1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1) Montrer que si p est un projecteur de E alors p est diagonalisable et que rg(p) = tr(p).
2) Montrer que si s est une symétrie de E alors s est diagonalisable et que n− tr(s) est un entier pair.

?
Exercice 2

Étudier la diagonalisabilité des matrices suivantes (on ne demande pas de les diagonaliser) :

1) A =

(
−9 8
−18 15

)

2) B =

(
11 −6
18 −10

)
3) C =

−5 0 6
3 1 −3
−3 0 4



4) D =

 6 −9 12
− 4 6 −8
−6 9 −12


?

Exercice 3

On considère la matrice A =

5 1 −1
2 4 −2
1 −1 3


1) Montrer que X1 =

0
1
1

 est un vecteur propre de A, préciser la valeur propre associée à X.

2) Déterminer les autres valeurs propres de A.
3) Justifier que A est diagonalisable et déterminer P ∈ M3(R) telle que P−1AP est diagonale.

??
Exercice 4

Pour tout a ∈ R, on pose A(a) =

1 1 a
1 1 1
2 2 2

.

1) Déterminer le rang de A(a) selon les valeurs de a ∈ R.
2) Discuter de la diagonalisabilité de A(a) selon la valeur de a ∈ R.

3) On note dans cette question A = A(1). Pour tout n ∈ N∗, calculer 1

4n
An.

??
Exercice 5

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et λ ∈ R∗. On considère l’endomorphisme f = λ·IdE (f est une homothétie
de rapport λ) et un projecteur p ∈ L(E) avec p 6= IdE et p 6= 0.

1) Montrer que λ est une valeur propre de f ◦ p. Quel est le sous-espace propre associé ?
2) Montrer que 0 est une valeur propre de f ◦ p. Quel est le sous-espace propre associé ?
3) L’application f ◦ p est-elle diagonalisable ?
4) Réciproquement, supposons que g soit un automorphisme de E tel que g ◦ p soit diagonalisable avec pour seules

valeurs propres λ et 0, a-t-on nécessairement g = λ · IdE ?
?

Exercice 6

Soit a ∈ R et n ≥ 1 un entier. Étudier la diagonalisabilité de A =

a · · · a
...

...
a · · · a

 et la diagonalisabilité de B = A− In.
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???
Exercice 7

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.
1) Dans cette question, u et v sont deux endomorphismes de E avec u diagonalisable. Montrer que u et v commutent

si et seulement si tout sous-espace propre de u est stable par v.
2) Dans cette question, u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de E. Montrer que u et v commutent si et

seulement si il existe une base B de diagonalisation commune à u et v.
??

Exercice 8

1) a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que la matrice
(
1 a
0 1

)
soit diagonalisable.

b) Trouver deux matrices de M2(R) diagonalisables dont la somme n’est pas diagonalisable.
2) Soit A une matrice carrée diagonalisable. Montrer que A2 est également diagonalisable.

3) a) Soit θ ∈ R, calculer
(

cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)2

.

b) Trouver une matrice A ∈ M2(R) non diagonalisable telle que A2 est diagonalisable.

??
Exercice 9

Soit n ∈ N∗. On considère l’application ψn : Rn[X] −→ R[X] définie pour tout P ∈ Rn[X] par ψn(P )(X) = P (1−X).

1) Montrer que ψn est un endomorphisme de Rn[X]

2) Calculer ψn(1), ψn(X), ψn(X
2) et ψn(X

3)

3) Montrer que ψn est une symétrie.
4) On s’intéresse dans cette question au cas n = 3

a) Déterminer la matrice M de ψ3 dans la base canonique B0

b) Déterminer Ker(ψ3 − Id) et Ker(ψ3 + Id).
c) Déterminer une matrice P telle que

P−1MP =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


???

Exercice 10

Şoit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit α ∈ R et f ∈ L(E).
Montrer que α2 est une valeur propre de f2 si et seulement si α ou −α est valeur propre de f .

??
Exercice 11

On définit pour tout k ∈ J0; 3K, fk : R −→ R, x 7−→ xk e−x et on note B la famille (f0, f1, f2, f3). Soit E le sous-espace
vectoriel de C∞(R) engendré par B.

1) Montrer que B est une base de E
2) Montrer que l’application u : f 7−→ f ′ − f ′′ est un endomorphisme de E
3) Déterminer la matrice de u dans la base B
4) u est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

??
Exercice 12

Pour une matrice A ∈ Mn(R) on note C(A) = {M ∈ Mn(R) , MA = AM} le commutant de A.

Pour 1 ≤ k ≤ n on note Ik la matrice de Mn(R) telle que (Ik)i,j =

{
1 si i = j et i ≤ k
0 sinon

1) Déterminer C(Ik).
2) Soit P une matrice inversible. Montrer queM appartient à C(A) si et seulement si P−1MP appartient à C(P−1AP ).
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3) Supposons que A est la matrice d’un projecteur. Déterminer C(A).

???
Exercice 13

Soit n ≥ 1 un entier et A ∈ Rn[x] un polynôme fixé. Soit φ : Rn[x] −→ Rn[x], P 7−→ φP où la fonction polynomiale φP
est définie par

∀x ∈ R, φP (x) = A(x)×
∫ 1

0

P (t) dt− P (x)

∫ 1

0

A(t) dt

Dans la suite, on notera α =
∫ 1

0
A(t) dt et Id l’endomorphisme identité de Rn[X].

1) Montrer que φ est un endomorphisme de Rn[x]

2) Soit λ ∈ R une valeur propre de φ. Montrer que λ ∈ {0,−α}.
3) Montrer que Im(φ+ αId) ⊆ Ker(φ).
4) En déduire que pour α 6= 0, on a Ker(φ+ αId)⊕Ker(φ) = Rn[x]

5) À quelle condition φ est-il diagonalisable ?

Le coin des khûbes
?

Exercice 14

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et soit u ∈ L(E). On définit l’application φ par :

φ :

{
L(E) → L(E)

v 7→ u ◦ v

On note IdL(E) et IdE les fonctions identités des espaces L(E) et E.

1) Montrer que φ est un endomorphisme de L(E).
2) Montrer que Spec(φ) ⊂ Spec(u).
3) En considérant des endomorphismes particuliers de E, montrer que Spec(φ) = Spec(u).
4) Soit λ ∈ Spec(u)

a) Montrer que
v ∈ Ker(φ− λIdL(E)) ⇐⇒ Im(v) ⊂ Ker(u− λIdE)

b) En déduire dim(Ker(φ− λIdL(E)))

c) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si φ est diagonalisable.
?

Exercice 15

(D’après écrits ENS 2023)
On considère un entier n ≥ 1 et l’application linéaire ϕ : R2n+1 → R2n+1 définie par

ϕ(x1, x2, x3, . . . , x2n, x2n+1) = (x2, x1 + x3, x2 + x4, . . . , x2n−1 + x2n+1, x2n)

1) Quelle est la matrice de ϕ dans la base canonique ?
2) Déterminer une base du noyau de ϕ.
3) Déterminer le rang de ϕ
4) A-t-on Ker(ϕ)⊕ Im(ϕ) = R2n+1 ?
5) Soient a et b deux réels. En étudiant la partie imaginaire de eia(eib +e−ib), montrer que

sin(a+ b) + sin(a− b) = 2 cos(b) sin(a)

6) Soit k ∈ {1, 2, . . . , 2n+ 1} et θ = kπ

2n+ 2
. On considère le vecteur

vθ =
(
sin(θ), sin(2θ), sin(3θ), . . . , sin((2n+ 1)θ)

)
a) Pour j ∈ {1, . . . , 2n+ 1}, montrer que la j-ème coordonnée de ϕ(vθ) est

sin((j − 1)θ) + sin((j + 1)θ)

b) Montrer que vθ est un vecteur propre de ϕ, préciser la valeur propre associée.
c) La matrice de ϕ est-elle diagonalisable ?
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